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MM I. Examen IV

Ejercicio 1. Un equipo de farmacologia trabaja con un modelo matematico pro-
puesto por Ana, la matematica del grupo, para determinar la eficacia de un cierto
medicamento frente a una enfermedad bacteriana. Ana les ha dicho que:

» Su modelo se basa en una ecuacién en diferencias de la forma p,+1 = f(pn),
con f una funcion lo regular que haga falta. Sin entrar en detalles, porque ella
es la unica que sabe matematicas.

= Si la poblaciéon bacteriana, sujeta a la influencia del medicamento que estan
estudiando, se rige por este modelo, su tamafno en el dia de estudio n viene
dado por

DPn = , a>0,b>0,

a—+bn
medido en miles.

1. (1 punto) ;Puede ser el modelo planteado una ecuacién lineal de la forma
Pni1 = Ap, + B, 7 Razona tu respuesta.

2. (1 punto) Determina el tamano de la poblacién en funcién de su tamano inicial.
3. (1 punto) ;Es eficaz el medicamento segin este modelo? Razona tu respuesta.

4. (1 punto) Segun py, jcuantos dias son necesarios, como minimo, para reducir
la poblaciéon a la mitad de la que se tenia en el dia 07 Razona tu respuesta.

Ejercicio 2. Consideramos la ecuacién en diferencias:
Tpi1 = 3Ty + by, (1)
donde {b,,},>0 es una sucesién de nimeros reales.

1. (1 punto) Encuentra una expresion, lo mas simplificada posible, del término
general de las soluciones de la ecuacién (1).

e—n—i-l

2. (1 punto) Si b, = e ", demuestra que {y,},>0, con y, = {3, © una
- — 3e
solucién de (1).

3. (1 punto) Resuelve la ecuacién si b, = e™". {Qué ocurre con sus soluciones a
largo plazo?

Ejercicio 3. Se considera la ecuacién en diferencias z,,.1 = f(x,), donde f € C'(R)
satisface

= f(0) =0,

» f/(x) >1VreR

1. (1 punto) Calcula los puntos de equilibrio del modelo.
2. (1 punto) Discute la existencia de 2-ciclos no triviales.

3. (1 punto) Si f(x) = z+e” —1, determina la estabilidad del punto de equilibrio
x=0.
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Ejercicio 1. Un equipo de farmacologia trabaja con un modelo matematico pro-
puesto por Ana, la matematica del grupo, para determinar la eficacia de un cierto
medicamento frente a una enfermedad bacteriana. Ana les ha dicho que:

» Su modelo se basa en una ecuacién en diferencias de la forma p,11 = f(p,),
con f una funcién lo regular que haga falta. Sin entrar en detalles, porque ella
es la uinica que sabe matematicas.

= Si la poblacién bacteriana, sujeta a la influencia del medicamento que estan
estudiando, se rige por este modelo, su tamaiio en el dia de estudio n viene
dado por

Dn = , a>0,b>0,

a—+bn

medido en miles.

1. (1 punto) ;Puede ser el modelo planteado una ecuacién lineal de la forma
Pni1 = Ap, + B,? Razona tu respuesta.

Analicemos la naturaleza del modelo:

= El enunciado especifica que el modelo sigue una ecuacion de la forma
Pnt1 = f(pn). Esto define un modelo auténomo, donde la funcién de f
depende tnicamente del valor de la poblacién en el paso anterior (p,) y
no de n.

» En una ecuacion lineal p,, 1 = Ap, + B,, para que el modelo sea auténo-

mo, los coeficientes A y B,, deben ser constantes (es decir, B,, = B).

Veamos si B,, = B cte. Para ello p,,1 = Ap,, + B,, deberia ser compatible con
la solucion general dada:

1
pn_a—i—bn
1 A 1 A a+bn—A(a+bn+b)
a+bn+1) - a—l—bn+Bn = Bn= a—l—b(n—l—l)_a—i-bn: (a4 bn+b)(a+ bn)

Si A = 1 podriamos deshacernos de la n del numerador, sin embargo el valor
del denominador seguira dependiendo de n.

Por tanto, el modelo no puede ser una ecuacion lineal auténoma.

2. (1 punto) Determina el tamano de la poblacién en funcién de su tamano inicial.
Sea pg el tamanio de la poblacién inicial, sabemos que:
1 1 1

:>p0:_ —— Q= —

=P = a ”

De esta manera la ecucacion queda:

DPn = +bn

1
o
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3. (1 punto) ;Es eficaz el medicamento segin este modelo? Razona tu respuesta.
El medicamento serd eficaz si a largo plazo elimina la poblaciéon bacteriana,

esto es lim p,, = 0. Veamos si es cierto:
n—o0

1
lim p, = lim =

1
=— =90
po

Consecuentemente, el medicamento es eficaz segin este modelo.

4. (1 punto) Segun py, jcudntos dias son necesarios, como minimo, para reducir
la poblaciéon a la mitad de la que se tenia en el dia 07 Razona tu respuesta.

Calculamos n para o/2:

Po 1 1 Po I po-b-n
= = [—4bn) ==1 = -4+ F—— =1
2 ITibon (p0+ n) 2 2T
-b- 1 1
2 pob

dias como minimo.
Do -

Se necesitaran [

Ejercicio 2. Consideramos la ecuacién en diferencias:
Tp+1 = 3:571 + bna (2)
donde {b, },>0 es una sucesién de nimeros reales.

1. (1 punto) Encuentra una expresion, lo mas simplificada posible, del término
general de las soluciones de la ecuacion (2).
Partiendo de la ecuacién en diferencias z,+1 = 3x,, + b,, iteramos los primeros
términos para identificar un patrén:

T — 31‘0 + bo
To = 31‘1 + b1 = 3(3[E0 + bo) + b1 = 321’0 + 3b0 + bl
I3 = 3$2 -+ bQ = 3(321’0 + 3()0 + bl) + bg = 33130 + 32b0 + 3b1 + bg

Observando la estructura de los términos, proponemos como hipdtesis del

término general:
n—1

o =3"wg + »_ 3",

i=0
Demostraremos la expresién por induccién sobre n:
» Caso base (n = 1): Sustituyendo en la férmula propuesta:
0
vy = 3o+ Y 3717 = 3 + 3% = 3z + by
i=0

Lo cual coincide con la definicién de la relacién de recurrencia.

6 losdeldgiim.github.io


https://losdeldgiim.github.io/

MM I. Examen IV

» Paso inductivo: Supongamos que la féormula es vélida para n (Hipdtesis
de Induccién). Veamos si se cumple para n + 1:

Tpy1 = 3x, + bn

Aplicando la hipétesis de induccién en x,,:

n—1
Tpi1 =3 (3”x0 - Z 3”‘1—%1-) + by,

i=0
Distribuyendo el factor 3:

n—1

_ 3n+1 Sn—zb b
Tpy1 = Zo + i + 0y

i=0
Notese que el término b, puede reescribirse como 3"~ "b, y anadirlo al
sumatorio como el término correspondiente a ¢ = n:

n
Ln+1 = 3n+15(70 + E Sn_lbi
=0

La féormula queda demostrada para todo n > 1.

efnJrl

2. (1 punto) Si b, = e, demuestra que {y,},>0, con y, = T3
= —3e

es una
solucién de (2).

Para que y,, sea solucién, debera cumplir (2). Entonces, sustituyendo en (2):

e " 3 et e e 3-e-e™” Lem
= [ e = e
1—3e 1—3e 1—3e 1—3e
Dividiendo por e™™:
1 3e 3e+1—3e 1
1-3e 1-3e 1—3e 1—3e

efnJrl

1-—3e

De esta manera, y,, = es solucién de (2).

n

3. (1 punto) Resuelve la ecuacién si b, = e™™. ;Qué ocurre con sus soluciones a

largo plazo?

Hemos demostrado en el apartado 2 que y, = 3 es solucién particular
— 3e
de (2) y en el apartado 1 que las soluciones de (2) son de la forma z, =

3"(xo — Zo) + Z,. Consecuentemente:

e e—n—‘rl
n=3" -
v (xo 1—3e>+1—3e

e e—n+1
L=1 3" —
HE&[ (xo 1—3e> - 1—361
Como lim

n—>001—3€:

Ahora, lim x,:
n—oo

—n+1
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» Sixg= , sus soluciones convergen al 0 a largo plazo.

1-—3e

. € . .
w Sizy# 1— 30 sus soluciones divergen:

OSil’o>

. 63 = L = 400 (divergen a +00).
— 3e

o Sizg< = L = —oo (divergen a —00).

e
1-—3e
Ejercicio 3. Se considera la ecuacién en diferencias z,,.1 = f(z,), donde f € C'(R)
satisface

= f(0)=0,
» fl(z) >1VreR.
1. (1 punto) Calcula los puntos de equilibrio del modelo.

Los puntos de equilibrio son las soluciones de la ecuacién f(z) = z. Por el
enunciado, sabemos que f(0) = 0, entonces x = 0 es un punto de equilibrio.

Para determinar si existen otros puntos fijos, definimos la funcién auxiliar
g(x) = f(x)—x. Es evidente que g(0) = 0. Derivando respecto a x, obtenemos:

g'(z) = fl(x) -1
Dado que f'(z) > 1 para todo = € R, se sigue que ¢'(z) > 0. Esto implica que
g(z) es una funcién estrictamente creciente en todo su dominio.

Supongamos ahora que existe otro punto de equilibrio y # 0, tal que g(y) = 0.
Analizamos los dos casos posibles:

» Siy < 0, por el crecimiento estricto de g, tendriamos g(y) < g(0), lo que
implica 0 < 0, una contradiccién.

» Siy > 0, andlogamente tendriamos g(y) > ¢(0), lo que implica 0 > 0, de
nuevo una contradiccién.

Por lo tanto, g(x) se anula unicamente en z = 0, lo que demuestra que 3!
punto de equilibrio en el modelo y es x = 0.

2. (1 punto) Discute la existencia de 2-ciclos no triviales.
Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe un 2-ciclo no trivial {x¢, 1 },
lo que implica que f(zg) = 1 v f(z1) = x¢ con xy # z7. Sin pérdida de
generalidad, podemos asumir que xg < ;.

Dado que el enunciado establece que f’(x) > 1 para todo x € R, la funcién
f es estrictamente creciente. Aplicando la propiedad de monotonia a nuestra
hipétesis:

Top < T1 —> f(l'()) < f(ZL'l)

Sustituyendo los valores del ciclo en la desigualdad obtenemos:
1 < X

Esto representa una contradiccién con la suposiciéon inicial xy < ;. Por lo
tanto, concluimos que no pueden existir 2-ciclos no triviales bajo estas condi-
ciones.
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3. (1 punto) Si f(x) = z+e”—1, determina la estabilidad del punto de equilibrio
x = 0.
En primer lugar, verificamos que x = 0 es, en efecto, un punto fijo evaluando
la funcion:
f0O)=0+e"-1=0+1-1=0

Para determinar su estabilidad, calculamos la derivada de la funcion:
[a)=1+e

Evaluando en el punto de equilibrio obtenemos f/(0) = 1 +€® = 2. Nétese que
la condicién del enunciado se cumple, ya que f'(x) > 1 para todo x € R dado
que e* > 0.

Finalmente, aplicando el teorema de la primera derivada, tenemos que:
f(0)=2>1

entonces el punto de equilibrio z = 0 es inestable.
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